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* X Kk X ¥

Théoréme. Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit n entier naturel non nul et o, T deux permutations
de Sy,. On définit P, la matrice de passage de la base canonique de K" (eq, ..., e,) dans la base (€y(1y, s €o(n)),
de sorte que Pox = (To-1(1)s 0 To—1(n))-

Alors o et T sont conjugués dans S, si et seulement si P, et P, sont semblables.

Ainsi, la conjugaison dans S, se transporte de la méme maniere que la conjugaison des matrices de per-
mutations dans GL, (K).

Preuve : Le sens direct est ... direct, car 'application qui & ¢ associe P, est un morphisme de groupe.

La réciproque est plus délicate. Soient o et 7 dans S, tels que P, et P, sont semblables dans GL,,(K).
On démontre un premier lemme :

Lemme. o et T sont conjugués si et seulement si pour tout p € [1;n], cp(0) = ¢,p(7) ot ¢, désigne le nombre
de p-cycles dans la décomposition en produit de cycles a support disjoints.

Ce résultat est direct en sachant que, pour tout ai,...,a, des entiers entre 1 et n, et pour tout v € Sy,
var, . ap)y ™t = (v(ar), ., v(ap)).

Nous allons alors regarder le vecteur © = (¢1(0) — ¢1(7), ..., ¢n(0) — ¢n (7)), que nous voulons nul afin de
démontrer le théoreme. L’astuce sera de trouver une matrice inversible B telle que Bz = 0.

Intéressons nous, pour v € S, & VY = Ker(P, — I) le sous-espace propre associé a la valeur propre 1
pour P,. Calculons la dimension de cet espace. Si on pose y = (Y1, ..., yn), Y € P, si et seulement si P,y =y,
c’est-a-dire Vi € [1;n], y,;) = ¥ En multipliant a gauche 1'égalité par P,, on remarque alors que ceci est
équivalent & dire que pour tout i et j entre 1 et n, y; = y; des que ¢ et j sont dans la méme orbite sous
laction de < v > sur [1;n].

On obtient ainsi que dim(V7) est égal au nombre d’orbites pour cette action, c’est-a-dire le nombres de
cycles dans la décomposition a supports disjoints de 7 (en comptant les cycles de longueur 1), soit :

dim(V7) = cy(y).

Puisque P, et P, sont semblables, il en est de méme pour leur puissance, donc pour tout k entier
non nul, P . et P.x sont semblables, leur sous-espaces propres sont alors isomorphes. Ainsi on a 1’égalité



dim(V"k) = dim(VTk). Que nous donne cette égalité ?

Pour répondre a cette question, donnons un autre lemme, qui va nous permettre de voir le nombre de
cycles dans la décomposition de o% et 7% :

Lemme. Soit ¢ = (ay,...,ap) un p-cycle, et soit k entier naturel non nul. Alors ck est produit de cycles de
longueur p"ﬁ qui sont au nombre de p A\ k.

Pour démontrer ce lemme, regardons le comportement de I'action de < ¢ > sur [1;7]. 11 suffit de regarder
son comportement sur les éléments de son support. Soit i entre 1 et p et soit w(a;) 'orbite de a; sous cette
action. Alors w(a;) = {@itmr | m € N*} ou les indices sont bien-str pris modulo p. Pour chercher le nombre
d’élément de cette orbite, cherchons m le plus petit entier non nul tel que mk = 0[p]. Pour ce faire, p|mk si
et seulement si Zﬁhnpf\ 7 si et seulement si -E-[m d’aprés le lemme de Gauss. L'orbite est donc de longueur
et puisque le support de ¢ possede p éléments, il doit y avoir p A k tels cycles. Le lemme est démontré.

P
pAk?

Ainsi, chaque p-cycle dans la décomposition en produit de cycles & supports disjoints de o va rapporter
p Ak orbites. Donc les p-cycles vont tous rapporter ¢,(o)p A k orbites. En sommant sur tous les p-cycles, on
n n

obtient au final, par égalité des dimensions, Z cp(O)p Nk = Z cp(T)p AN k. Donc, si B = (i A j)1<i j<n, alors

p=1 p=1
Bz = 0. Reste a montrer que B est inversible.

Si nous définissons A = (a;;) ol a;; vaut 1 si ¢ divise j, et 0 sinon, alors un calcul direct nous montre que
tAdiag(p(1),...,p(n))A = B, en utilisant I'égalité i A j = Z o(d) = Z ©(d). Puisque A est triangu-
dling dli et d|j
laire supérieure de diagonale 1, A est bien siir inversible. Enfin, la matrice diagonale composé des indicatrices
d’Euler ne fait intervenir que des éléments non nuls, puisque la caractéristique du corps est nul.

Ceci démontre alors que B est inversible, et donc & = 0, ce qui prouve le théoreme.

Page 2



