Dimension du commutant

Lecons concernées

* 125 : Extensions de corps. Exemples et applications.

* 151 : Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples
et applications.

x 162 : Systemes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et conséquences
théoriques.

Tous les corps considérés dans ce développement sont commutatifs.

Soient K un corps et soit A une matrice sur ce corps de taille n > 2. Soit Cx(A) le commutant de A sur
K, c’est-a-dire toutes les matrices sur K qui commutent avec A.
On a déja, de fagon évidente, K[A] C Cg(A). On cherche une condition nécessaire et suffisante pour qu’on ait
I’inclusion réciproque.

Théoréme. On a égalité si et seulement si pa = xa ot pa est le polynéme minimal de A, et xa son
polynome caractéristique.

Pour la preuve de ce théoreme, nous allons tout d’abord démontrer le lemme suivant :
Lemme. dim Cx(A) > n.

Démonstration. Commencons par le cas le plus simple, le cas ou A est trigonalisable. Dans ce cas, quitte a
changer de base, on peut considérer que A soit un élément de T, (K) une matrice triangulaire supérieure.
Intéressons nous alors & Cx (A) N7, (K). Si X est triangulaire supérieure, c’est un élément du commutant si et

n(n+1
seulement si AX — XA =0 ce qui donne % équations. Cependant, les équations données par la diago-
) s . . . . . . n(n+1)
nale sont toujours vérifiées, puisqu’on a prit X et A triangulaires supérieures. Ce qui fait alors — n

équations pour inconnues soit dim Cg(A) > dim Cx(A) N T, (K) > n.

n(n+1)
2

Intéressons-nous au cas général. Pour cela, il suffirait de prendre une extension de corps L de K sur
lequel x 4 est scindé, et donc sur lequel A est trigonalisable. Cependant, rien ne nous garantie a priori qu’on
préserve la dimension du commutant. Nous allons alors démontrer que si L est une extension finie de K, alors

Soit alors (a1, ...,a,) une K-base de L et soit My, ..., M, une base de Cx(A). Nous allons alors montrer
que c’est aussi une base de Cp(A).

T
Génératrice : Soit M une matrice de Cr(A). Alors, on écrit les coefficients M;; = Zuij (k)ay, dans la
k=1

base (ai,...,a,) (en d’autres termes p,;(k) € K pour tout k,1, j). Si on pose p(k) = (ui;j(k)) € Myp(K), ceci



donne M = Z ap (k).
k=1

On va alors montrer qu’en fait p(k) € Cx(A). En effet, nous avons déja MA — AM = 0 ce qui donne

Zak(u(k)A — Ap(k)) = 0. Or, la famille ay, ..., a, est libre sur K. Donc, si on écrit chacune des relations
k=1

données par cette somme (c’est une somme de matrices!), chaque coefficients de cette matrice est nulle, et
alors, par liberté, ceci donne nécessairement pu(k)A — Au(k) = 0.

Ainsi, nous avons u(k) € Vectx(Mi, ..., Mp) pour tout k. Donc M € Vecty (M, ..., Mp) d’apres I'égalité
liant M et les u(k), ce qui prouve le caractére générateur.

p r
Libre : Supposons qu’il existe b1,...,b, € L tels que ZbkMk = 0. On écrit, b, = Zbkiai dans la
k=1 i=1

r P
base ay, ..., a, de L. sur K. Ceci donne alors au final : E a; ( E bkiMk> = 0. Donc, a nouveau, en écrivant

i=1 k=1
P

chacune des relations données par cette égalité de matrices, on doit nécessairement avoir E bri M}, = 0 soit

k=1
br; = 0 pour tout £k et ¢ puisque My, ..., M, est libre sur K.

Ainsi, (My, ..., M),) est libre et génératrice sur L, c’est donc une base et on a alors égalité des dimensions.

Ainsi, si on prends IL Pextension de décomposition de x4 sur K, qui est bien une extension finie, on a
bien le résultat.
O

On peut alors montrer le théoréme. Tout d’abord, Si Ckx(A) = K[A], alors n > deg ua = dim K[A] > n
d’apres le lemme. Donc deg ua = n = deg xa et alors, puisque pa divise x4 d’aprés Cayley-Hamilton, et
qu’ils sont unitaires, nous avons p4 = x4-

Réciproquement, si on a égalité, alors A est cyclique : il existe z un vecteur de K™ tel que (z, Az, ..., A" 1z)
soit une base de K”. On pose alors ¢ 'application définie sur Cx(A) par : ¢(B) = Bz. Alors, puisqu’on tra-
vaille sur le commutant de A, B est un élément du noyau de ¢ si et seulement si B s’annule sur la base
donnée par x, et donc si et seulement si B = 0. ¢ est donc injective, donc dim Cg(A) < n. Mais d’apres le
lemme, on a aussi I'inégalité inverse. Donc la dimension est n, et donc le degré de 4 est n. Donc, par égalité
des dimensions, et toujours par Cayley-Hamilton, g4 = x4 car les polynémes sont unitaires, ce qui prouve
le théoreme.
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