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Nous allons démontrer le critere d’Eisenstein, qui est un critere intéressant pour montrer qu’'un anneau
sur un anneau factoriel est irréductible.
Soit A un anneau factoriel. Pour P € A[X], son contenu ¢(P) est le pged de ses coefficients. On commence
par prouver le lemme suivant :

Lemme. Soient Q, R € A[X]. Alors ¢(QR) = ¢(Q)c(R).

Démonstration. Soit P = QR. Commencons par prouver que si ) et R sont primitifs (¢(Q) = ¢(R) = 1),
alors P est aussi primitif. Pour cela, supposons par ’absurde que ce n’est pas le cas. On prends alors un
irréductible p € A qui divise tous les coefficients de P.
Projetons I’égalité P = QR dans A/(p)[X]; on obtient alors QR = 0 dans A/(p)[X]. Mais, p étant irréductible,
I'idéal (p) est en particulier premier, et donc A/(p) est inteégre. Donc, A/(p)[X] est aussi intégre. Ainsi, @ = 0
ou R = 0, mais aucune de ces possibilités n’est possible puisque cela voudrait dire que p divise tous les
coefficients de @) ou de R, et donc que 'un ou 'autre n’est pas primitif, ce qui est exclu. P est donc lui aussi
primitif.
Dans le cas non primitive, on écrit P = C(Q)C(R)C(QQ)C(I;). Les polynémes Q/c(Q) et R/c(R) sont primitifs,
donc leur produit de méme d’aprés ce que nous avons démontré. Or, si a € A, ¢(aP) = ac(P) (homogénéité
du pged). Donc ¢(P) = ¢(Q)e(R).

O

Démontrons a présent le critere d’Eisenstein :

n
Théoreme. Soit P € A[X]| que nous écrivons P(X) = Zaka. Soit K = Fr(A) le corps des fractions de
k=0
A. On suppose qu’il existe un irréductible p € A satisfaisant les conditions suivantes :

—p|ag pourk=0,...,n—1
— P Jf An,
— p’tao
Alors P est irréductible dans K[X] (et donc dans A[X] si c(P)=1).



Démonstration. Ecrivons P = QR avec @, R € K[X]. Montrons tout d’abord qu’on peut écrire P = QR avec

Q, R € A[X]. Pour cela, on prends a € A et b € A tels que (aQ) € A[X] et (bR) € A[X] (il suffit pour cela de

prendre le produit des dénominateurs dans les deux cas). On a alors 1’égalité, dans A[X], abP = (aQ)(bR).

Prenons le contenu : on trouve alors, d’apres le lemme, abc(P) = c¢(aQ)c(bR) soit ab = Tﬁ,)c(a@)c(bR).

a@ bR

c(a®) c(bR)
On peut alors se ramener au cas ot P = QR ou Q, R € A[X]. Si tel est le cas, projetons cette égalité

dans A/(p)[X], comme tout & I'’heure. Nous avons alors, en vu des hypotheses, a,X™ = QR avec a,, # 0.

Nous sommes dans un anneau factoriel, donc d’apres l'unicité de la décomposition en produit de facteurs
irréductibles, @ et R sont de la forme Q = bX" et R =¢X® avec a,, = bc et r + s = n.

1
On réécrit alors P = —b(aQ)(bR) = ¢(P) qui est alors un produit de polynémes dans A[X].
a

Supposons par I'absurde que @ et R sont non constants. On remarque que, nécessairement, puisque
r+s =mn, b et c sont respectivement les coefficients dominants de ) et de R (sinon lécriture P = QR
engendrerait un soucis de degré), et nous avons alors r = deg(Q) et s = deg(R). Puisque nous avons supposé
Q@ et R non constants, cela signifie que r, s > 0. Ainsi, p divise le coefficient constant de @, et le coefficient
constant de R. Or, le produit des deux donne ag. On obtient ainsi p? | ag ce qui est exclut.

P est ainsi irréductible dans K[X].

Remarques :

— Ne pas hésiter a remplacer A par Z et ainsi K par Q dans certaines legons.

— Application directe : X™ — 2 est irréductible sur Q pour tout n > 1. Ceci permet de voir que, contrai-
rement au cas réel ou complexe, il existe des polynomes irréductibles de degré aussi grand qu’on veut
dans Q[X].

— Une autre application : on peut prouver que ¢,(X) est irréductible grace a Eisenstein, pour p premier.
En effet, on montre pour cela, car c’est équivalent, que ¢, (X + 1) est irréductible. Or ¢,(X + 1) =

X+1p-1 -1 -1
% = 2 (‘Z) XkE=1 Or, I'égalité <Z) = Z(i B 1) pour k # 1 soit k(i) = p(i _ 1)
permet de conclure, en sachant que k < p, que p divise (i) par lemme de Gauss. Donc p divise tous

les coefficients de ce polynéme, sauf le premier (qui est 1), et p? ne divise pas <]19) = p. D’apres le

critere d’Eisenstein, ce polynome, et donc ¢,, est irréductible.
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