Détermination du nombre de racines d'un polynome via une forme
quadratique
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Le but de ce développement est de donner une fagon de calculer le nombre de racines distinctes réelles,
ou complexes, d’un polynéme en fonction du rang d’une certaine forme quadratique.

On se donne P € R[X] un polynéme réel de degré n de racines ax, ..., oy de multiplicités myq,...,mq. On
introduit alors les sommes de Newton associés a ce polynome :

q
VieN,s; = E ka/jC
k=1

Remarquons que ces quantités sont réelles d’apres le théoreme de structure sur les polyndémes symétriques,
et le fait que P soit un polynéme réel.

Et on introduit la forme quadratique réelle S :

n—1
S(ZC) = Z Si4jLiTj
4,j=0
Théoréme. Soit (s,t) la signature de S. Le nombre de racines réelles distinctes de P est s —t, et celui de
racines complezxes distinctes est s + t.

n—1 q q n—1 2
Démonstration. On commence par remarquer que : S(z) = E E M0, ;L5 = E my E ajz; | . On
,j=0 k=1 k=1 i=0
n—1 q
définit alors les formes linéaires Iy (z) = E ajz;. On a alors § = E myls.
i=0 k=1



Ceci décompose S en somme de carrés de formes linéaires, qui sont cependant a priori complexe. Nous
allons donc réécrire autrement notre forme quadratique afin de faire apparaitre une somme de carrés de
formes linéaires, mais cette fois-ci réelles.

Pour k € [1;4], si ax € R, lj; est une forme linéaire réelle. Si a, € C\ R, on écrit alors I, = ug + iv ol
ug et vy sont des formes linéaires réelles.

On remarque alors que @y est aussi racine de P, de méme multiplicité que «y. Notons k' entier (dis-
tinct de k) tel que ayr = @ (donc my = mys). Dans la somme, nous verrons apparaitre mgl? + myl3, =
mi (13 +13,) = mp(2ui — 2v%). Notons J l'ensemble des k tels que ag € C\ R et Im(ay) > 0 (de sorte que le
k' correspondant & nos précédentes notations ne soit pas dans cet ensemble si k y est déja). Au final :

q q q
2 2 2
S(z) = E mgli + 2 g mpuy — 2 g mVj,
k=1,a€R keJ keJ
Nous avons alors écris S comme somme de carrés de formes linéaires réelles. Mais pour avoir la signature,
il faut encore assurer que la famille (Ix)a,er U (ug, Vg )kes soit libre. On peut prouver ceci en vérifiant si le
déterminant de la matrice :

aj€R jeJ jeJ
,_/\
1 1 0
a; +q; Qj —
Y 2 2
2 =2 PR
02 aj + @ aj — @

J 2 2i
-1, =——q-1 qg—1 _ —¢q-1
-q _
: ot a; Q;
J 2 2i
qui corresponds & une matrice extraite de taille g de la matrice des vecteurs colonnes définissant chacunes
des formes linéaires, est non nul.

Notons (Cf) les colonnes de cette matrice. En utilisant la multilinéarité du déterminant, et son caractere
alterné, le déterminant est inchangé si, pour j # k, on transforme Cj, en Cj, +:C; ou en C}, —iC;. En particu-
lier, on peut faire ces transformations aux colonnes Cy et Cy pour k € J, et k' # k tel que Re(lx) = Re(ly).
On obtient alors la matrice de Vandermonde de taille ¢ associé aux «; qui sont deux a deux distincts. Ce

déterminant est donc non nul, et la famille est donc libre.

Nous pouvons ainsi en déduire des informations sur la signature de S. On remarque qu'une racine réelle
contribue & (1,0) dans la signature, et qu’une racine complexe non réelle et son conjugué contribuent a (1, 1).
si r et ¢ sont respectivement les nombres de racines réelles et les nombres de racines complexes distinctes, on
a alors les égalités s = r + ¢/2 et t = ¢/2. Donc s+t = r + ¢ qui est bien le nombre de racines complexes
distinctes, et s —t = r qui est bien le nombre de racines réelles distinctes. O

Exemple : Soit P(X) = X? — bX + ¢ de racines \; et \y. Alors :

80:2
81:)\1+/\2=b
s =AM +A3=0"—2c

Donc S(z) = 223 + 2bzoz; + (b — 2¢)z?. En utilisant la méthode de factorisation de Gauss, on aboutit &

b% — 4c
S(e) =2 s

b
i) + §I1

)? +
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On en déduit alors que :
— la signature est (1,1) si b2 — 4¢ < 0, ce qui donne aucune racine réelle, et deux racines complexes non
réelles.

— la signature est (1,0) si b> — 4c = 0 ce qui donne une seule racine réelle double.

— la signature est (2,0) si b> — 4¢ > 0 cee qui donne deux racines réelles distinctes.

On retrouve alors ce qui est connu dans le cas du degré 2.

Remarques : Ce théoréme est puissant puisqu’il nous permet de calculer le nombre de racines réelles ou
complexes distinctes d’un polynéme sans méme avoir acces & ses racines.
En effet, premierement, il nous faut calculer la formule quadratique S pour nous calculs, donc les sommes de
Newton. Les sommes de Newtons sont des polynémes symétriques en les alphay, et nous pouvons alors trou-
ver leur décomposition en fonction des polynémes symétriques élémentaires algorithmiquement. Connaissant
les relations coefficients-racines si on se donne le polyndéme, on peut ainsi calculer les sommes de Newton et
donc S.

Une fois que nous avons S, il nous faut sa signature. On applique pour cela la méthode de Gauss pour
avoir ce qu’on souhaite.
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